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Doğrusalolmayan regresyon analizi ve biyoistatistikte kullanımı

Mehmet N. ORMAN,t. Safa GÜRCAN

Ankara Üniversitesi, Veteriner FakUltesi, Biyometri Anabilim Dalı, Ankara

Özet: Dognısal olmayan regresyon analizinin biyoistatistikte kullanımı örnekler Uzerinde açıklanmıştır. Doğrusal regresyon
analizinde kullanılan kısıtlamaların bu analizde de kullanılabildigi Uzerinde dunılımıştur. Veri yapısının dognısal olmadığı du-
rumlarda kullanılan bu tahmin ve analizde iki farklı örnek Uzerinde çalışılmıştır. Bunlar ineklerde bir laktasyonda elde edilen sUt
mıktarı (k.;) ve yumurtacı tavukların yumurta verimleri (%)'dir. Süt verimi için kullanılan modele ait parametreler. dogrusal olmayan
ve logaritmik dönUşüm uygulayarak dogrusal regresyon analizleri ile tahmin edilmiştir. Sonuçta dognısal olmayan iteratif tekniğin
dah,; uygun sonuçlar verdigi belirlenmiştir. Yumurta verimi için kullanılan modelde ise parametreler Uzerinde hipotezler kurıılııııış ve
kısıtlı ile kısıtlı olmayan analizler karşılaştırılmıştır. Kısıtlı modelin daha uygun oldugu belirlenmiştir. Veri yapısı gercği doğrusal 01-
ımıyan bir yapı oluşturan sayısal degeriere ait modellerde dogrusal olmayan regresyon analizi uygulamanın gereklı olduğu sonucuna
varılmıştır. Eğer parametre uzayı hakkında bir varsayımda bulunuluyorsa hipotezlerinde kurulabileceği görUlmUştUr.

Anahtar kelimeler: Dogrusal olmayan regresyon, laktasyon eğrisi. yumurta verimi eğrisi

Application of nonlincar regression in biostatistics
Summary: Application of nonlinear regression methods in biostatistics was studied. Two approaches were used. nonlınear

regression and restricted nonlinear regression. The restrietions used for the nonlinear regression were the same as used in lınear
rcgression. Cows' lactation and layer egg produetion curves werc the two sets of data being used. Wood model (incomplete gamma
modcl) wa, used as a lactation modeL. Logarithmic linear (transformed) and nonlinear regression methods were two dillerent
dpprodches for the study of lactation curve. Mean sum of sqııared values were estimated ı0.21 and i0.29 for nonlinear ~md
tramformed case. respectively. lhe coefficient of determination values wcre found 0.873 and 0.872 for nonlİnear and transforıned
case. respectivcly. According to the results obtained, nonlinear method found to be better. For the egg prodııction curve, two
dıtlerent estimatıon approaches were lISed. lhese approaches were restricted nonlinear and unrestricted nonlinear regression
methods. Lastly. two approaches being tested. Mean sum of squared values were estimated 2593.42 and 165.69 for uıırestricted and
restricted ca.':e, respectively. The coefficient of determination values were found 32.40 and 95.68 for unrestricted and restricted case.
respectively. As the result, restricted nonlinear method found to be better to use. It is concluded that nonlinear regression method is
suitable for nonlinear data sets and restrictions can be used.

Key w(ırds: Egg production curve. lactation curve, nonlinear regression

Giriş
lstatistikte iki ya da ikiden fazla değişken arasındaki

ilişkinin matematiksel yapısının hesaplanmasında reg-
resyon analizi kullanılır. Regresyon' analizinde ço-
ğunlukla temel amaç, ele alınan değişkenIeriC ma-
tematiksel model oluşturmak ve bağımlı değişkende
meydana gelen değişimin ne kadarının bağımsız de-

ğişken(ler) tcrafından oluşturulduğunun belirlenmesidir.

Basit bir regresyon modeli eşitlik 1.1 de verildiği gibidir.
)',=/;(1',8) +£, l.l

Bu e~itlikte;

YI: bağımlı değişkeni,
x: k-boyutlu bağımsız değişken vektörünü,

/(x,8): regresyon modelini (doğrusal ya da doğrusal
olmayan),

8: p-boyutlu bilinmeyen parametre vektörünü,

lOt:deney~;el (rastgele) hatayı (artık),

göstermektedir (I).
Parametre "8"nın ve hata "£"un modelde ala-

bilccekleri değerler önceden bilinmemektedir. Her bir y,

ve x değerine bağlı olarak değişen hatanın (artıkların) tah-

min edilebilmesi oldukça zordur. Bu zorluğa rağmen yı ve
x ye ait veriler kullanılarak 8 tahmin edilebilir. Bu du-

rumda 1.1 'de"ki eşitlik aşağıdaki gibi olur.
y,=j;(x, 8) 1.2
"1\" işareti ilgili özelliğe ait tahmin değerini be-

lirtmektedir. Bu tahminlerde hata karelcr toplamı
(HKT)'nın en küçük olması gerekir (I).

Min HKT(8) = 1:"1=1 £2= 1:",= i ()',-f(x,e)... 1.1
"Eşitlik IT de "8" nın yerine "8" yazılacak olursa

HKT değeri en küçük olur. Bu değer ise en küçük kareler
tahmin edicisidir (I ).

Modellerde bağımsız değişkenler "x" ilc bağımlı de-

ğişken "yU arasındaki ilişki doğrusal ya da doğrusal ol-

mayabilir. Bu da modelde yer alan parametrelerin tahmin

yöntemlerinde farklılaşmalara neden olacaktır. Doğrusal

modellerde sonuç tek aşamada hesaplanır. Doğrusal ol-

mayan modeller ise farklı iki yaklaşımla çilzümleri be-
lirler. Birinci yöntemde bir dönüşümle (logaritmik, ka-

rekök, tersini alma,.... gibi) doğrusal hale getirilip
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Eşitlik 1.1 ve 1.5 birlikte düzenlenmesiyle aşağıdaki

eşitlik elde edilir.
y, - ./;(x,O)= (d j/dJ)1 (JOı) (01-010)+ (a f(I,OV (JO,)

(e~-e,()+ J.6

Burada
ı,v;=)', - j;(x,8) ve P,= (i) px,8)1 ()81) (8,-Gi,,) \C (Oı

eıo) = ı8li olarak belirtilirse. eşitlik 1'0' yı ~u ~ekilde dü-
zenlenir.

W, = P,I [8]1 + ..... + P'I' 10]1,+ eı J.7
Vektörel gösterimi de
W = P" ie ı+ c ı. x
Bu eşitlik kullanılarak yeni W" ve P'" değerleri he-

saplanır.
P* = (P,,*)= P,J '-f (P,,* P,,) ve
W*= (Wı/)= Wj'-f (Pıı) 1.9
Böylece ed değeri aşağıdaki eşitlik kullanılarak he-

saplanır.
(p*(,ı + ıır) i) 8d (rı =w* ır) 1. iO

'A sabit bir değerdir ve başlangıç değeri olarak 10 alı-

nır (7).
Buradan bir sonraki iterasyon için

değeri hesaplanırve bu eşitlik kullanılarak yeni hata ka-
reler toplamı hesaplanır. Bu yeni hata kareler toplamı aşa-
ğıdaki şartı yerine getirebilecek i değerı ile hesaplanır.

HKT(8'Till < HKT (8 Ir))

Herhangi bir iterasyonda ikinci sabit değer" ii" yar,
dımıyla, ['inci iterasyondaki yeni HKT(O,), I,' i v ilc hc-
saplanıp: aşağıdaki karşılaştırmalar yapılır
i) Eğer HKT (O ,.:) :s; HKT (O ') isc yeni ı,'" = ;'," " 1\1

ii) Eğer HKT (O ,i) > HKT (O ') ise ve aynı ıamanda
Eğer HKT (O ,.1) :s; HKT (O ') ise yeni A'" = A" I,

iii) Eğer HKT (O rı) > HKT (O r) ise ve aynı ıamanda
Eğer HKT (O ,i) > HKT (8 ') ise yeni ıJ" değeri aşa-

ğıdaki eşitsizlik sağlanıncaya kadar "v"" değeri ile çar.
pılır. "w" herhangi çok küçük bir değer (LA" gibi) dir O)

HKT (e ''r) > HKT (8 r) l.l2
Yukarıda açıklanan şartlar sağlanınca aşağıdaki eşit-

sizlik kontrol edilir. Bu eşitsiıJik sağlanıncı iterasyon
durdurulur ve o aşamadaki e değeri tahmin değeri olarak
alınır (7)

[ ıeek(ii i / (1: + i O'rl i ) ] < £ ı.13
Burada "T" ~'e "[" hata paylarıdır ve ıo' ve iO < ola-

rak alınır (7).
Bu metodun uygulanması değişik araştırıcılar ta-

rafından bilgisayar ortamına aktarılmışıır. Çalışmada
SPSS paket programının doğrusalolmayan regresyon
kısmı kullanılmıştır.

Verilerin analizinde kullanılan modeller ise aşa
ğıda verilmiştir. Laktasyon eğrisi için Wood modeli ola-
rak da bilinen Gamma modeli (eşitlik 1.14) se\ilıniştir
( 10).

doğrusal teknikle çözülür ve sonra ters dönüşümle so-
nuçlar tahmin edilir. İkinci yöntenı ise doğrusalolmayan
tahmin yöntemi kullanarak iteratif yöntemlerle parametre
tahıninleri elde etmektir.

Doğrusalolmayan regresyon analizinde kullamlan
yiıntemler aşağıdaki gibi sınınandırabilir (9).

- "Gauss Newton" metodu ve farklı düzenlemeleri,
. "Gradient" metodu.
- Bunların bileşimlerinin oluşturduğu metotlar,
- "Türev gerektirmeyen" metotlar
Metotların tamamında iterasyonlar kullanılarak tah-

min değerlerine ulaşılır. Yaklaşımları farklı olan bü İ11e-
totların teorik olarak yeterlilik, gereklilik. güvenilirlik,
norınallik. vs. testleri yapılmış ve sonuçlarının geçerliliği
kabul edilmiştir (3-6,1 ı). Doğrusalolmayan regresyon
analizinde de parametreler üzerinde hipotezler kurula-
bilmektcdir. Böylece, doğrusal regresyon modellerindeki
kısıtlamalar benzer şekilde kullanılmaktadır.

LL: f3 = a
Hı:f3;t:a lA

Burada:
f3 : hipotez altındaki herhangi bir parametreyi,
(/: hipotez altındaki parametrenin alabileeeği her

hangi bir değeri,
n) ve Hi: boş ve alternatif hipotezleri,

temsi i etmektedir.
İneklerin herhangi bir laktasyonda süt verimleri dü-

zenlı aralıklarla kontrol edilınektedir. Bu aralık Tür-
kiye'de genellikle 15 ya da 30 gündi.ir. Kültür ırkı bir ine.
ğin ideal hıkıasyon süresinin 305 gün olduğu varsayılırsa
toplam ı()ile 20 arasında kontrol verim değeri elde edil-
mektedir. Lıktasyon eğrisi oluşturmak için yaygın olarak
logaritmik dönüşümün uygulanıp doğrusal regresyon ana-
lizi kullanılmaktadır. Bunun dışında doğrusal ve doğrusal
olmayan farklı modeller de kullanılmaktadır.

Bu çalışmanın amacı doğrusalolmayan regresyon
analizinin biyoistatistikte farklı alanlarda kullanılabilir ol-
duğunu göstermektir. Bu amaçla iki farklı konu be-
lirlenmiştir. Bunlar laktasyon eğrisi ve yumurta verim eğ-
risidir.

Materyal ve Metot
Bu çalışmada Karaköy Tarım İşletmesi'nde ye-

tiştirilen Jersey ırkı bir ineğe ait süt verim kayıtları ile
Ankara Üniversitesi, Veteriner Fakültesi. Araştırma, Uy ..
gulama ve Eğitim Çiftliği'nden alınan yumurta verimine
ait kayıtlar kullanılmıştır (8,9).

Çalışmada Marquardt metodu kullanılmıştır (7). Bu
metodun uygulama şekli aşağıda verildiği gibidir.

Eşitlik 1. i 'de verilen modelin birinci dereceden
Taylor serisi açılımı aşağıdaki gibidir.

j;(~.8)= f(I,8)+ (() j;(\.O)1 aOı) (01-010)+ (() j;(I.O)1
()O~) (e.-fbi) + 1.5 y = ({II" f'Xp( -Cil) £

i ı i

1.14
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Bu eşitlikte:
v: kontrol günündeki toplam süt verimini (kg),
Il: kontrol gününü (gün).
lI,h,c: modeldeki regresyon katsayılarını (parametre-

ler).
exp. matematiksel üs fonksiyonunu,
E: modele ait artık değerleri (hata),
ıem~;il etmektedir.
Eşiıiik logaritmik diinüşüm sonrası eşitlik 2.2' deki

YJpıyı alır.
Y=A+hlog(n)-cn+E 1.15
Bu eşitlikte:
Y: Log(süt) kontrol gününe ait süt değerinin 10-

garitmik değerini.
A: 1:1()deldeki 'a' parametresinin logaritmik de-

ğennı.
Log: 'e' tabanına göre logaritmayı,

gösterıııekıedir.
Yumurta verimi için kuııanılan model eşitlik ı. 16'

da verilmiştir (2).
Y=acxp(-bt) (l/(l+exp(e+d t») E 1.16

Bu eşitlikte
Y: yumurta verimi yüzdesi,
a, b. c. d: modeldeki hilinmeyen parametrelerini,
t: 14' er günIi.ik yumurılama periyotlarını,

temsil etmektedir.
Ikinci parametre olan "b" sıfırdan küçük bir değer

almış ve bUl1un sıfırdan büyük hir değer alıp alamayacağı
yönünde hipotel. kurulmuştur.

H,,: b~ O

H;: b< O

Burada, h sıfırdan küçük değer alan parametreyı
temsil etmektedir (10).

Bulgular
Süt verİmİ

Laktasyon modeli için kuııanılan süt venmine ait
analiz sonuçları Tablo i ve Şekill'de verilmi~tir.

Yumurta verİmi
Tavuklarda yumurta verimi yüzdelen de doğrusalol.

mayan modeııerle tanımlanmaktadır (2). Hipoıez ku
nılarak ve kurulmadan yapılan analiz sonuç-ları Tablo 2
ve Şekil 2'de verilmiştir.

Tartışma ve Sonuç
Laktasyon eğrisine ait modelde, dönüşüm uygulan-

madan hesaplanan hata kareler toplamı 10.2 ı ıken. c!iJ-
nüşüm uygulandığında hu değer i0.:29 olmuştur. Yapılan
değerlendirmeler diinüşüm uygulanan ve uygulanmayan
durumlarda hatanın hemen hemen aynı olduğunu giis-
termiştir. Bu sonuçlara benzer çalışmaya rastlanılmıştır
(lO).

Laktasyon eğrisinde dönüşüm uygulanıadan he.
saplanan belirtme katsayısı değerleri O.S73 iken diinüşünı
uygulandığındJ O.S72 olmuş ve höylece çok az hir fark
oluşmuştur. Bu fark istatistik olarak iinemli olmasa hile.
uyumdaki Cl i 'lik artış modelin açıklama düzeyini artUnr.
Hata kareler toplamı ve belirtme katsayısı sonuçları hir ..
Iikte değerlendirildiğinde dönüşüm uygulamadan analiz
yapmanın daha uygun olacağı siiylenehilir (i O).

Yumurta verimi için kuııanılan modelde. hipoteı ku.
rularak yapılan analizde hata kareler toplanıları i65.ci';!

Tablo'ı. Lıktasyon siil v<:rinıi eğrisine aıt analiz sonuçları.
Table I. Resıılı of nolılİnear regression model of lacıation curve.

Kontrol Siit verİmi Dönüşiim kullanılan Döniişiim kullanılmayan
giinü (kg) Artıklar Tahmin Artıklar Tahnıİn

6 9.8 -fUO i0.1O .0.22 10.02
22 10.5 OA2 i(L.08 0.38 10.12
37 9.6 -0.20 980 -0.29 9.89
53 iOA 1.25 9,45 1.15 9.55
65 9.1 -o.m 9.17 -0.17 9.27
81 7.5 -1.30 8.80 - ~,40 8.90
96 86 O.i5 8,45 0.06 8.54
112 8.3 0.21 8.09 0]3 8.17
126 9.2 ~,42 7.78 1.35 7.85
142 7.2 -0.23 7,43 -0.30 7.50
157 5.8 .1.32 7.12 -1.37 7.17
173 65 -0.30 680 -0.34 6.84
187 6.7 0.17 6.53 0.14 6.5(,
203 75 1.27 6.23 1.25 (ı.25
218 6.1 0.14 5.96 0.12 5.')8
234 5.3 -0.39 5.69 .0.39 569
249 4.8 -0.64 5,44 -O.M 5.44
265 5.0 -0.19 5.19 -0.18 5.18
279 5.5 0.52 4.98 0.54 4.96
295 45 -0.25 4.75 -o.:~2 4.72
305 5.0 0.3') 4.61 OA2 4.58
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Kontrol günleri

Şekıl J. Bır Jerscy ıneğe aıl Lıkıasyon eğrisı grarıği.
Figure i. LaeıaLİon eıırve of a Jersey cow.

Tablo 2. On dört günlük dönemlere ait yumurta verimi değerleri ve model ıahmin değerleri.
Table 2. Model esıimate values of egg production (%) at 2 weeks periods.

Dönemler Yumurta Hipoteıle Hipotezsiz

(I-lafta) verımı Tahmin Artıklar Tahmin f\rtıklar

25-26 28.04 38.07 - 10.03 68.91 -40.87
27-28 60.67 60.18 0,49 67.33 -6.66
29-30 77.24 72.62 4.62 65.78 ı1.46
31-32 76.80 75.67 1.13 64.27 12.53
33-34 74.43 74.37 0,06 62,79 11.64
35-36 68.61 71,64 -3,03 61.34 7.27
37-38 70. 17 68,55 1.62 59.93 10.24
39-40 65.05 65,46 -0,4 ı 58.55 6.50
41-42 64.97 62,47 2,50 57,21 7.76
43-44 60.10 59,59 0,51 55.89 4.21
45-46 55.66 56,85 -1,19 54.61 1.05
47-48 56.35 54.23 2.12 53.35 3.00
49-50 52.69 51.74 n.95 52.12 0.57
5 i -52 50.53 49.35 1.18 50,93 -0,40
53-54 46.85 47,08 -0,23 49.76 -2.91
55-56 43.46 44.91 - 1,45 48,61 -5.15
57-58 42.13 42,84 -n.7 i 47,49 -5.36
59-60 44.41 40,87 3.54 46,40 -1,99
61-62 38.39 38.99 -0.60 45.33 -6.94
63-1i4 37 19 37.19 0.00 44.29 -7. iO

-----_.

--'-V.Verimi _Hi otezli --.-Hi
90

80

-- 70~!,..
E 60
oc

50~
!! 40
~

30E
~ 20

10

o
2 345 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Kontrol dönemlerı

Şekıl 2. Yumurta verimıne ait grafık.
Fıgure 2. Egg prodııetion elirve.
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iken, hipotez kurulmadan yapılan analizde 2593.42 01-
mu~tur. Uygun hipotez kurularak yapılan hesaplamalarda
hata kareler toplamı değerinin azaldığı görülmüştür. ıs-
tatistik analizlerde hata payının çok az olması beklenir.
Çünkü bu durum da hipotezlerin sonuçları geçerli ve gü-
venilir olabilir. Belirtme katsayısı "R2" hipotez kurulan
modelde 95.68 olurken hipotez kurulmayan modelde
32.40 olarak hesaplanmıştır. Modelin uyumunun bir gös-
tergesi olan helirtme katsayısı hipotezler altında
'k95.68'e çıkmıştır. Sonuçta, daha elverişli olan ve veri
yapısını daha iyi açıklayan bir model hipotezlerle des-
teklenmişrir. Hipotez kurularak daha uygun analiz so-
nuçları elde edilehildiği gibi, uygun parametre tanım ara-
lığı da hipotezlerle belirlenebilmektedir.

Doğrusalolmayan regresyon analizi, geçmişte uy-
gulama wrluğu nedeniyle tercih edilmemiş, ancak gü-
nümüzde bilgisayarlar sayesinde kolayca ve kısa sürede
uygulanahilmektedir. Eldeki herhangi bir veri yapısı eğer
doğrusalolmayan bir durum gösteriyorsa, bunu dö-
nü~ümlerle veya basit modellerle açıklamaya çalışmak
yerine dogrusal olmayan modellerle açıklamak daha
uygun olmaktadır. Bu tip veri yapısına fizik. biyoloji,
sağlık, hayvancılık alanlarında sıkça rastlanılmaktadır.
Örneğin. hüyüme eğrileri, yumurta verimleri, süt verimi,
gibi. Sonuç olarak. veri yapısı seçilecek modelin tipini
helirlemede önemlidir.
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