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OTOREGRESIF MODELLE;lgiN BAYES
ANALIZININ HAVA KIRLILIGI VERILERINE
UYGULAMASI
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OZET

Otoregresif (AR) modellerin istatistiksel analizi énemli bir ¢ikarim
problemidir. Cogu klasik yaklagimlar, AR modelinin derecesinin
belirlenmesinde ve parametrelerin tahmininde genis olarak kullamir.
Bayesci yaklagim da her iki amag i¢inde kullanilabilir. Bu ¢alismada
AR modelinin derecesinin belirlenmesinde klasik yaklasimlar
kullamildi ve Samsun bélgesindeki hava kirliligi verisi igin gelecek
degerleri tahmin etmede bilgi icermeyen onsellerin kullanimiyla
Bayesci yaklagim incelendi.

Anahtar Kelimeler: Otoregresif Model, Bayesci Analiz

1. GIRIS

Zaman serileri analizinde son yillarda klasik ¢ikarim yontemleri ile birlikte
Bayes ¢ikarimi kullanilmaktadir, ARMA modellerinin Bayes analizi tizerine Zellner
(1971), Box ve Jenkins (1976), Monahan (1983), Broemling ve Shaaraway (1988),
Marriott ve Smith (1992), McCulloch ve Tsay (1994) ve Chib ve Greenberg (1994)
¢aligmalart mevcuttur. Bu ¢aligmalardan Zellner (1971), Box ve Jenkins (1976) ve
Broemling ve Shaaraway (1988) de duraganlik ve tersine g¢evrilebilirlik sartlarimin
parametre uzaymi kisitlamasi dikkate alinmamig digerlerinde ise niimerik integrasyon
teknikleri ile bu husus dikkate alinarak Bayes analizi gergeklestirilmigtir. Bu
¢aligmalarda ayirict bir hususda kullanilan 6nsel dagilim i¢indir. Zellner (1971), Box ve
Jenkins (1976) ve Broemling ve Shaaraway (1988) bilgi igermeyen 6nsel dagilim
kullanmig, digerlerinde ise bilgi igeren 6nsel dagilim kullanilmigtir. Zellner (1971)'de
birinci ve ikinci dereceden otoregresif modelin Bayes analizini 6nsel dagilimi uniform
(diizglin) dagilim alarak ve yaklasik olabilirlik fonksiyonunu kullanarak
gergeklestirmistir. Box ve Jenkins (1976) ¢aligmasinda ise Jeffreys’in 6nselini ve tam
olabilirlik fonksiyonunu kullanarak tiim ARMA modellerinin Bayes analizini
gergeklestirmistir. Monahan (1983) de ARMA modellerinin Bayes analizinde bilgi
igermeyen Onsellerin kullanilmasinin gereksizligini savunmus ve modeldeki parametre
sayisina bagl bir bilgi igeren oOnsel segerek ve niimerik integrasyon tekniklerini
kullanarak analizi gergeklestirmigtir. McCulloch ve Tsay (1994) ve Chib ve Greenberg
(1994) ise niimerik integrasyon teknigi olarak Gibbs 6rneklemesini kullanarak ARMA
modellerinin Bayes analizini gergeklestirmistir.
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Bu ¢alismada, ilk olarak Otoregresif modellerin Bayes Analizi verilmistir. Farkli
onseller i¢in sonsal dagilimlar bulunmugtur. Elde edilen sonsal dagilimlar kiikiirtdioksit
verileri i¢in hesaplanmigtir.

2. OTOREGRESIF MODELLERIN BAYES ANALIZI

Z,, EZ, =0 , V(Z,)=o! olan bir piir stokastik siire¢ olsun. Bu durumda p.
dereceden bir otoregresif siireg
Xf=¢|Xr—|+¢2Xr—3+'"+¢pXr-p+Z: (1)

dir. AR(p) modeli i¢in olabilirlik fonksiyonunu o’pr" : X'=(X,X,,.,X,) lerin
varyans-kovaryans matrisi ve QT =(¢,..-,4,) olmak iizere

" exp[- = é(g)] @)

L(¢/X,)=(2nc;)™"

dir. Burada é(g) ifadesi kogulsuz kareler toplamidir ve V'ler V,'nin elemanlari
olmak iizere asagidaki formdadir.

0@ =33V, XX, +0@)

i=1 j=1
Bayes analizinin agagidaki temel formiiltinii esas alarak {i¢ 6nsel dagilima gore
sonsal dagilimlar elde edebiliriz.
Sonsal dagilim o= Onsel dagilimx Olabilirlik fonksiyonu (3)
Bilgi igermeyen &nsel dagihmmmuz Jeffreys’in onseli ise ¢ ve o

z

parametreleri igin

P(g.0.) «|i(@) o @)
seklinde elde edilir. (2) ve (4)'iin kullanimiyla
P(p.0, 1 X) <"1 " exp{— Q("-’,)} (5)
- - 20,

elde ederiz. (5) ifadesini o, ye gore integrallersek ¢'nin marjinal sonsal dagilim
bulunur.

p@ ) =[] | 0w
Burada  |I(¢)|=nV;" sonucunu goz Sniine alirsak |I(g) |V,|"” ifadesini
thmal ederek otoregresif siireg i¢in sonsal dagilimi yeniden yazabiliriz.
P, g1%) < )" (6)
Otoregresif siirecin gartsiz kareler toplami
O(g) =vs! +(p—9)'D,($— )
dir. Burada v=n—p ve s. = é(g)fv dir. Ayrica D, matrisi elemanlari, asagidaki

esitlikle hesaplanan simetrik kareler toplamlarindan olugur.

+147 j+l mel=F <" pal=i
Bu bilgiler isiginda D, matrisi
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2,p+l

B w & o« D

| “2ip+l p+lp+l |
seklindedir. Béylece sonsal dagilim

[ (¢-)D, (9—@}"”
+ 2

Pp/X)x|1

= L Vs,
olur. Bu sonsal dagilim ise (n-p) serbestlik dereceli ¢ok degiskenli Student-t dagilimi
oldugu goziikmektedir. (7) sonsal dagilimmin &6zel bir formunu birinci dereceden
otoregresif siireg i¢in elde edersek asagidaki sonuglara ulagiriz.

~ 1/2
¢'1 '"¢| s 7 ___QL?;_ = 1 DII = Dlzz
tn—l ’ ¢I - ’ Sﬁ - 1
Sg,l Dy, (n—1) Dy, Dy, D,,

Ayrica otoregresif siireg igin  1—a H.P.D bélgesini tipki lineer modellerin
Bayes analizinde oldugu gibi

(#-9)D,(p~¢) <psF,,,

dir. Jeffreys'in onseline gore elde edilen sonsal dagilim Student-t dagilimi olmasi
nedeniyle gelecek tahminleri klasik analiz yontemlerindeki tekniklerle elde edilebilir.

()

Simdi de bilgi igermeyen onsel dagilimimiz Improper onsel dagilim olsun.
Improper 6nsel dagilim otoregresif siireg i¢in agagidaki gibidir.

P(g,0,) < |I(g) o}’ ®)
Bu 6nsel dagilim ile elde edilen marjinal sonsal dagilim ise asagidaki gibidir.
1/2 o~ -nl2
P X) <1 |7,|” {00 )

Improper onsel dagilim ile elde edilen sonsal dagilim Student -t dagilimh
olmadigindan gelecek tahminleri i¢in niimerik integrasyon yontemlerine ihtiya¢ vardir.
Bu durumda Jeffreys'in 6nselini tercih etmeye bir nedendir.

Son olarak da onsel dagilimimiz uniform 6nsel olsun. Otoregresif siire¢ igin
uniform 6nsel dagilim asagidaki gibi olur.

P(Q,O'z)occr;' (10)
Uniform 6nsel dagilim ile elde edilen sonsal dagilim ise asagidaki gibi olur.
W2 [~ —ni2
P, ¢/ x) |V, {0} (1)

Uniform o6nsel dagilim ile elde edilen sonsal dagiliminda Student-t dagilimh
olmamasi gelecek tahminlerinin niimerik integrasyon teknikleri ile hesaplanmasina
sebep olmaktadir. Dolayisiyla (11) sonsal dagilimim kullanmakta pratik degildir.
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3. SAMSUN KUKURTDIOKSIT VERILERININ ANALIZI

Devlet Istatistik Enstitiisiiniin Samsun ilinde il ve ilge merkezlerine gore
yaptig1 6l¢iimlerden elde edilen havadaki kiikiirtdioksit ortalamalar1  Tablo.1'de ve bu
verilerin plot grafigini Sekil-1 de verildi. Seriyi duragan hale getirdikten sonra
otokorelasyon ve kismi otokorelasyon katsayilar1 elde edilerek grafikleri Sekil-2 ve
Sekil-3 de verildi. Bu sekiller incelendi ve otokorelasyon katsayilarimn grafiginde 1,9
ve 12. gecikmelerde énemlilik ve kismi otokorelasyon katsayilarinin grafiginde sadece
birinci gecikmede 6nemlilik goriildiigiinden AR(1) modelinin uygun oldugu sonucuna
varildi. Parametre tahmin sonuglar ve uyum iyiligi istatistikleri Tablo.2 de verildi. Bu
sonuglara gore Turbo Pascal dilinde yazdigimiz programdan gelecek degerler elde
edilerek Tablo.3 de, uyum tahminleri ile birlikte grafigi ise Sekil-8 de verildi.

Birinci dereceden otoregresif model i¢in (6), (9) ve (11) sonsal dagilimlar
asagidaki gibidir.

P, (¢ /X)ex {éwl )}‘""3
P (g /X)c(1-¢})""? {é(ﬁé.)}_m
Py 1) = (-4 (0]

Bu ii¢ sonsal dagihm igin gerekli hesaplamalar yapilarak grafikleri Sekil-4,
Sekil-5, Sekil-6 ve Sekil-7 de verildi. Ug sonsal dagilim incelendiginde hepsini

maksimum degerini ¢3 =0,3586 noktasinda aldig1 goriilmektedir.

Jeffreys'in onseli ile elde edilen sonsal dagilimdan AR(1) modeli igin %95
H.P.D bélgesi ise agagidaki gibi olur.
(¢ —0.3586)(113950)(¢ — 0.3586) < 35289
Burada s! =141.1561952 dir. Herhangi bir parametre degerinin H.P.D bolgesi iginde

olmasi igin bu esitsizligi saglamasi gerekmektedir. Omegin 0.5 parametre degeri
H.P.D. bélgesinde iken —0.5 parametre degeri H.P.D. bélgesinde degildir.
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Tablo 1. [995-1998 Yillar: Samsun Kiikiirtdioksit Ortalamalart

YILLAR | AYLAR 50, YILLAR AYLAR SO,
1995 1 63 1997 1 85
1995 2 45 1997 2 64
1995 3 44 1997 3 63
1995 4 47 1997 4 56
1995 5 34 1997 5 48
1995 6 28 1997 6 33
1995 7 26 1997 7 32
1995 8 22 1997 8 33
1995 9 23 1997 9 37
1995 10 28 1997 10 38
1995 11 65 1997 11 41
1995 12 109 1997 12 62
1996 1 131 1998 1 82
1996 2 116 1998 2 78
1996 3 99 1998 3 73
1996 4 87 1998 4 62
1996 5 58 1998 5 61
1996 6 49 1998 6 49
1996 7 39 1998 7 36
1996 8 39 1998 8 26
1996 9 38 1998 9 36
1996 10 46 1998 10 37
1996 11 69 1998 11 44
1996 12 95 1998 12 59

5 140
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80 o
-

Zaman

Sekil-1 1995-1998 Yillar1 Arasinda Samsunda Yapilan Olgiimlerde Elde Edilen
Kiikiirtdioksit Ortalamalarinin Grafigi
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Sekil-2 Duraganlagtirilmis Serinin Otokorelasyon Katsayilarmin Grafigi
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Sekil-3 Duraganlagtirilmig Serinin Kismi Otokorelasyon Katsayilarimin Grafigi

Tablo.2 Parametre Tahmin Sonuglar

Istatistikler Degerler
(3: 0,3586
AIC (Akaike bilgi kriteri) 98,435
BIC (Bayesgil bilgi kriteri) 98,116
Q (Portmanteau uyum eksikligi testi) 14,42
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Tablo.3 Gelecek Tahminleri

YILLAR |AYLAR |GELECEK YILLAR |AYLAR |GELECEK
TAHMINLERI TAHMINLERI
1999 1 76 2000 11 31
1999 2 72 2000 12 46
1999 3 66 2001 1 64
1999 4 55 2001 2 59
1999 5 54 2001 3 54
1999 6 42 2001 4 42
1999 7 29 2001 5 41
1999 8 19 2001 6 29
1999 9 29 2001 7 16
1999 10 30 2001 8 6
1999 11 37 2001 9 16
1999 12 52 2001 10 17
2000 1 70 2001 11 24
2000 -] 65 2001 12 39
2000 3 60 2002 1 58
2000 4 49 2002 2 53
2000 5 48 2002 3 48
2000 6 36 2002 4 37
2000 7 23 2002 5 36
2000 8 13 2002 6 24
2000 9 23 2002 7 11
2000 10 24
5

1.0 -5 0.0 5 (1]

Parametre d.

Sekil.4 Jeffreys'in Onsel dagilim ile elde edilen sonsal dagilim
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SONSAL DADILIM

Uyum ve gelecek tahminleri
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Sekil-7 Ug Sonsal Dagilimin Birlikte Grafigi
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. Sekil-8 Uyum Ve Gelecek Tahminlerinin Grafigi
(Tlk 48 gozlem uyum tahmini, digerleri ise gelecek tahminidir.)
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4. SONUC VE ONERILER

Yaptigimiz ¢alismada AR modellerinin Bayes analizi konusunda Box ve
Jenkinsin g¢aligmalar1 genigletilerek Samsun da havadaki kiikiirtdioksit miktarlarini
tahmin etmek i¢in kullanmildi. Caligma sonunda Samsun da havada bulunan kiikiirtdioksit
miktarlan ortalamalarinin gelecek tahminleri elde edildi ve hava kirliliginin gelecekte
Samsun i¢in ciddi bir tehdit olmayacag 6éngoriildii.

Box ve Jenkins Bayes analizinde 6nsel dagilimi bilgi igermeyen Jeffreys'in dnsel
dagilimi olarak segtigini sdylemistik. Bizde improper énsel ve uniform 6nseli de analize
kattik ve li¢ 6nsel dagilim igin elde edilen ii¢ sonsal dagilimin grafiksel incelemesini
gergeklestirdik. Ug sonsal dagiliminda tepe degerini aym parametre degeri icin aldig
goriildii. Bu deger de egrisel tahmin algoritmasindan bulunan parametre degeri ile
aymdir. Fakat Box ve Jenkins sonsal dagilmin bir kismini ihmal ederek Student-t
dagilimi oldugunu géstermistir. Dolayisiyla tahmin edici dagilimi kullanarak elde
edilecek tahminler standart hesaplamalardaki tahminlere denktir. Ancak diger iki sonsal
dagilmin Student-t dagilimhi olmamasi gelecek tahminlerinin elde edilmesinde tahmin
edici dagilimin niimerik integrasyonlarla ¢6ziimlenmesi veya 6rnekleme yontemlerinin
kullanmilmasini  gerektirmektedir. Bu durumda Jeffreys'in 6nselinin kullanilmasinin
hesaplamalar yoniinden kolaylik saglayacagini agik¢a gostermektedir. Fakat bu durum
diger iki sonsal dagilimdan elde edilecek sonuglarin kétii olacagi manasina
gelmemektedir.

Bu c¢aligmada Bayes ¢ikarimi parametre tahmininde ve gelecek degerlerin
kestirimin de kullanildi. Bu amagla islem kolayhig1 ve gosterim amaciyla informatif
olmayan &nseller kullanildi. Informatif yani bilgiye dayah onseller kullammuyla daha
duyarli analizler yapilabilir. Ayrica model tespit agamasinda da Bayes ¢ikarimi
kullanilabilir. Bunlar gelecekteki ¢aligmalarimizda bize g1k tutacak ve bizi
yonlendirecek noktalardir.
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BAYESIAN ANALYSIS OF AUTOREGRESIVE
MODELS WITH AN APPLICATION TO AIR
POLLUTION DATA

ABSTRACT

Statistical analysis of autoregressive (AR) models is an important
inference problem. Most statistical approaches are widely used in
determining the order of the AR model and prediction the parameters.
The Bayesian approach can be used for both aim as well. In this
study we use the classical approach in determining the order of the
AR model and investigate the Bayesian approach with different non-
informative priors in predicting future values of the air pollution data
for Samsun region.

Key Words: Autoregressive Model, Bayesian Analysis
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