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Oıoregresif (AR) modelleri" istatistiksel analizi önemli bir çıkarılıi 
problemidir. ÇOğlı klasik yaklaşıııılar, AR modeliniıı derecesini" 
belirlenmesinde ve parametrelerin tahmininde geniş olarak kullaııılır. 
Bayesci yaklaşıııı da her iki amaç içinde kullaııılabilir. Bu çalışmada 
AR modelinin derecesiniıı belirlenmesinde klasik yaklaşımlar 

kililamidı ve Saııısuıı bölgesindeki hava kirliliği verisi için gelecek 
değerleri tahmiıı etmede bilgi içermeyeıı önsellerj" kullaıııııııyla 

Bayesci yaklaşım incelendi. 

Anahtar Kelimeler: Oıoregresif Model, Bayesci Aııaliz 

ı. GİRİş 

Zaman serileri analizinde son yıllarda klasik ç ıkarım yöntemleri ile birlikte 
Bayes çıkarımı kullanılmaktadır. ARMA modellerinin Bayes analizi üzerine Zellner 
(1971), Box ve Jenkins (1976), Monahan (1983), Broemling ve Shaaraway (1988), 
Marriott ve Smith (1992), McCulloch ve Tsay (1994) ve Chib ve Greenberg (1994) 
çalışmal arı mevcuttur. Bu çalışmalardan Zellner (1971). Box ve Jenkins (1976) ve 
Broemling ve Shaaraway (1988) de durağanlık ve tersine çevrilebi lirlik şartlarının 

parametre uzaymı kısı tlaması dikkate alınmamış diğerlerinde ise nümerik integrasyon 
teknikleri ile bu husus dikkate alınarak Bayes analizi gerçekleşti rilmişt ir. Bu 
çalışmalarda ayırıcı bir hususda kuııanı lan önsel dağılım içindir. Zellner (1971). Box ve 
Jenkins (1976) ve Broemling ve Shaaraway (1988) bilgi içermeyen önsel dağılımı 
kullanmış. diğerlerinde ise bilgi içeren önsel dağı lım kullanılmıştır. Zellner (l971)'de 
birinci ve ikinc i dereceden otoregresif modelin Bayes analizini önsel dağılımı uniform 
(düzgün) dağılım alarak ve yaklaşık olabili rlik fonks iyonunu kullanarak 
gerçekleştinnişti r. Box ve Jenkins (1 976) çal ı şmasınd a ise Jeffreys' in önselini ve tam 
olabilirlik fonksiyonunu kullanarak tüm ARMA modellerinin Bayes analizini 
gerçekleştinniştir. Monahan (1983) de ARMA modellerinin Bayes analizinde bilgi 
içenneyen önsellerin kullanılmasının gereksizliğini savunmuş ve modeldeki parametre 
sayısına bağlı bir bilgi içeren önsel seçerek ve nümerik integrasyon tekniklerini 
kullanarak analizi gerçekleştirmişti r. McCulloch ve Tsay (1994) ve Chib ve Greenberg 
(1994) ise nümerik integrasyon tekniği olarak Gibbs örneklemesini kullanarak ARMA 
modellerinin Bayes analizini gerçekleşt i rmişti r. 
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Bu çalı şmada, ilk olarak Otoregresifmodellerin Bayes Analizi veri l miştir. Farklı 

önsell er için sonsa\ dağı lım lar bulunmuştur. Elde edilen sonsal dağı lıml ar kükürtd ioksit 
verileri iç in hesaplanmıştır. 

2, OTOREGRESiF MODELLERİN BA YES ANALİzİ 

Z, , EZ, = O • V(Z,) = CT; olan bir PÜf stokastik süreç olsun. Bu durumda p. 

dereceden bi r otoregresi f süreç 

X, = ;IX,_1 + fJıXı-ı + "'+(JpX1_P +Zı 

di r. AR(p) modeli için olabilirlik fonksiyonunu a; Vp-
ı 

varyans-kovaryans matrisi ve <// = (<Pı , ...• ; ) olmak üzere - , 
L(; I X.) = c2n:0-;r'''IV I'" exp[-_I_, Q(;)] 

- p 2eT -, 

Ci) 

(2) 

dir. Burada Q(rjJ) ifadesi koşulsuz kareler toplam ıdır ve Vii ' ler V
p 

'nin elemanları 

olmak üzere aşağıdaki fonndadır. 

Q(t) = f;fV'j x,Xj + Q(t) 
I- I j _i 

Bayes anal izini n aşağı daki temel fonnülünü esas alarak üç önsel dağılıma göre 
soıısal dağılımları elde edebil iriz. 

Sonsal dağlımı oc Önsel dağılmıx Olabilirlikfoııksiyoıılt (3) 
Bi lgi içenneyen önsel dağıl ı mımız Jeffreys 'in önseli ise f ve a z 

parametreleri için 

pct, 0-, ) oc Iİ Ct)I"' o-;' 
şekl i nde elde edi li r. (2) ve (4)'ün kullanımıyl a 

PJ (t,o-, i X) oc o-;'"'''I/(t)j''' IV,I''' exp{ - ;~! } 
(4) 

(5) 

elde ederi z. (5) ifadesini aı 'ye göre integrallersek fnin marjinal sonsa! dağılımı 

bulunur. 

PJ Ct i X) oc I/Ct)I'" Iv,I'" !i2Ct) )-." 
Burada ı/(f~ = ii V;' sonucunu göz önüne alırsak ı l(f~I 12 1Vpr / 2 ifadesini 

ihmal ederek otoregresifsüreç için sonsal dağılımı yeniden yazabi liriz. 

PJCtIX) oc!i2Ct»)-'" (6) 

Otoregresif sürec in şarts ı z kareler toplamı 

Q(t) = vs; + (t - tl'D,(t - t) 
dir. Burada V = ıı - p ve s~ =Q(f)!v dir. Ayrı ca DI' matrisİ elemanları , aşağıdaki 
eşitl i kle hesaplanan simetrik kareler toplam l arı ndan ol uşur. 

Dii = D j; = X iX ) + Xi+IX j +1 + ... + X,,+ I_j XH1_ ı 
Bu bilgiler ı şığında D

p 
matrİsİ 
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OtoregresifModclJerin Bayes Analizinin Hava Kirliiili Verilerine Uygulaması 

D = , 

şeklindedir. Böylece sonsal dağılım 

Dp+ I,p+1 

P(.p i X) oc [ı + (.p - hD
: (.p - hJ-'" 

- vSz 

(7) 

olur. Bu sonsal dağılım ise (n-p) serbestlik dereceli çok değişkenl i Student-t dağılım ı 

o lduğu gözükmektedir. (7) sonsal dağılı mının özel bir fonnunu birİncİ dereceden 
otoregresif süreç için elde edersek aşağıdaki sonuçlara ul aşınz. 

[ { ' }]'" S. = ı Dıı 1- DiL 
ı'ı (n - l)Dıı DııDn 

.p, - .p, - I ~ _ D" 
S ~-I''f'I - D' 
~ 22 

Ayrıca otoregresif süreç ıçın ı - a H.P.D bölgesini tıpkı lineer modellerin 
Bayes analizinde olduğu gibi 

~ , ~ 2 
(.p - .p) D, (.p - .p) < ps , Fa .,., 

dir. Jeffreys'in önseline göre elde edilen sonsa! dağılım Student-t dağılımı olması 

nedeni yle gelecek tahmjnlerİ klasik analiz yöntemlerindeki tekniklerle elde edilebil ir. 

Şimdi de bilgi içenneyen önsel dağılımımız Improper önsel dağılım olsun. 
İmproper önsel dağı lım otoregresif süreç için aşağıdaki gibidir. 

P(t , 0",) +(t)I·O";' (8) 

Bu önsel dağılım ile elde edilen marjinal sonsal dağılım ise aşağıdak i gibidir. 

P, (t~ X) +(t)11 V,I' '' {Q(t» )-'" (9) 

Improper önsel dağılım ile elde edilen sonsal dağılım Student -t dağı l ı mlı 

olmadığından gelecek tahminleri için nümerik integrasyon yöntemlerine ihtiyaç vardır. 
Bu durumda Jeffreys'in önselinİ tercih etmeye bir nedendir. 

Son olarak da önsel dağılımımız unifonn önsel olsun. Otoregresif süreç için 
unifonn önsel dağılım aşağıdaki gibi olur. 

P(t, 0",) oc 0";' (ID) 

Unifonn önsel dağılım ile elde edilen sonsal dağılım ise aşağıdaki gibi olur. 

Pu(tIX)ocIV,I'" {Q(t »)-'" (I I ) 

Uniform önsel dağılım ile elde edilen sonsal dağı lımında Student-t dağılımlı 
o lmaması gelecek tahminlerinin nümerik integrasyon teknikleri ile hesaplanmasına 

sebep olmaktadır. Dolayısıyla (ll) sonsal dağılımını kullanmakta pratik değildir. 
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3. SAMSUN KÜKÜRTDİoKSİT VERİLERİNİN ANALİzİ 

Devlet İ stat i st i k Enstitüsünün Samsun ilinde il ve ilçe merkezlerine göre 
yaptı ğı ölçtimlerden elde edilen havadaki kükürtdicksİt ortalama l arı Tablo. ı 'de ve bu 
veril erin plot grafiğin i Şeki l- ı de verildi. Seriyi durağan hale getirdikten sonra 
otokorelasyon ve kısmi otokorelasyon katsayıları elde edilerek grafikleri Şekil-2 ve 
Şeki l-3 de veri ldi. Bu şek iller incelendi ve otokorelasyon katsayı l arının grafiğinde 1,9 
ve 12. gecikmelerde önemlilik ve kısmi otokorelasyon katsayı l arımn grafiğinde sadece 
bi rİnc i gecikmedc önemli lik görüldüğünden AR(l) modelinin uygun olduğu sonucuna 
varı ld ı. Parametre tahmin sonuçları ve uyum i yi li ğ i istatistikleri Tablo.2 de verildi. Bu 
sonuçlara gö re Turbo Pascal dilinde yazdığım ı z programdan gelecek değerler elde 
ed ilerek Tablo.3 de, uyum tahmin leri ile birlikte grafiği ise Şekil-8 de veri ldi. 

Birinci dereceden otoregresif model için (6), (9) ve (I I) sonsal dağılımları 
aşağıdaki gibidir. 

P, (if, i X) oc {12(if,) ı-'" 
P, (if, i X ) oc (I - if,' r'" {12(if, ) t·" 

Pu(if, i X) oc (I - if,' )' " {12(if,)ı-' " 

Bu üç sonsal dağılım için gerekli hesaplamalar yapı l arak grafikleri Şek il-4, 

Şeki l-5, Şek il-6 ve Şekil-7 de verildi. Üç sonsal dağılım incelend iğinde hepsini 

maksimum değerini (ı = 0,3586 noktasında ald ı ğ ı görülmektedir. 

Jeffrcys'in önseli ile elde edilen sonsal dağılımdan AR(l) modeli için %95 
H.P.D bölgesi ise aşağıdaki gibi olur. 

(if - 0.3586)(1 13950)(if - 0.3586) < 35289 

Burada s~ = 141.1561952 dir. Herhangi bir para'metre değerini n H.p.n bölgesi içinde 
olması için bu eşits iz l iği sağlamas ı gerekmektedi r. Örneğin 0.5 parametre değeri 
H.P.D. bölgesinde iken - 0.5 parametre değeri H.P.D. bölgesinde değildir. 
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Otoregresif Modellerin Bayes Analizinin Hava Kirlili~i Verilerine Uygulaması 

Tablo ı 1995 1998 Yılları Samsım Kükürtdioksİl Orta/amaları . . 

YILLAR AYLAR SO, YILLAR AYLAR SO, 
1995 1 63 1997 1 85 
1995 2 45 1997 2 64 
1995 3 44 1997 3 63 
1995 4 47 1997 4 56 
1995 5 34 1997 5 48 
1995 6 28 1997 6 33 
1995 7 26 1997 7 32 
1995 8 22 1997 8 33 
1995 9 23 1997 9 37 
1995 10 28 1997 10 38 
1995 I I 65 1997 I I 41 
1995 12 109 1997 12 62 
1996 1 13 1 1998 1 82 
1996 2 116 1998 2 78 
1996 3 99 1998 3 73 
1996 4 87 1998 4 62 
1996 5 58 1998 5 61 
1996 6 49 1998 6 49 
1996 7 39 1998 7 36 
1996 8 39 1998 8 26 
1996 9 38 1998 9 36 
1996 10 46 1998 10 37 
1996 I I 69 1998 1 1 44 
1996 12 95 1998 12 59 

"iii '" • 
~ "" " " • ., 
< ' 00 

M 

00 

Zaman 

Şekil-l 1995-1998 Yılları Arasında Samsunda Yapı lan Ölçümlerde Elde Edilen 
Kükürtdioksit Ortalamalarının Grafiği 
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Şekil-3 DurağaulaşımImış Seriıı;ıı Kısm; Otokore/asyoıı Katsayılarımil Grafiği 

Tablo.2 Parametre Talımin Soııucları 
İstatistikler Değerler 

~. 0,3586 

AIC (Akaike bilgi kriteri) 98,435 

BIC (Bayesgil bilgi kriteri) 98, 11 6 

Q (portmanteau uyum eksikliği testi) 14,42 
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Tablo 3 Gelecek Talımiilieri . 
YILLAR AYLAR GELECEK YILLAR AYLAR GELECEK 

TAHMİNLERİ TAHMİNLERİ 
1999 i 76 2000 II 31 
1999 2 72 2000 12 46 
1999 3 66 2001 i 64 
1999 4 55 2001 2 59 
1999 5 54 2001 3 54 
1999 6 42 2001 4 42 
1999 7 29 2001 5 41 
1999 8 19 2001 6 29 
1999 9 29 2001 7 16 
1999 LO 30 2001 8 6 
1999 II 37 2001 9 16 
1999 12 52 2001 LO 17 
2000 i 70 2001 II 24 
2000 2 65 2001 12 39 
2000 3 60 2002 i 58 
2000 4 49 2002 2 53 
2000 5 48 2002 3 48 
2000 6 36 2002 4 37 
2000 7 23 2002 5 36 
2000 8 13 2002 6 24 
2000 9 23 2002 7 II 
2000 LO 24 
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Şekil.4 JeJJreys'ilı Öıısel doğdulii ile elde edileıı soıısal dağılım 
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Şekil-6 İmproper Öıısel dağılımı jfe elde edileıı sonsa/ dağılım 
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(İ l k 48 gözlem uyum tahmini, di~erleri ise gelecek tahmin idir.) 
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Yaptıgımız çalışmada AR modellerinin Bayes analizi konusunda Box ve 
Jenkinsin çalışma ları geni şletilefek Samsun da havadaki kükürtdioksit miktarlarını 
tahmin etmek için kullanı ldı . Çal ışma sonunda Samsun da havada bulunan kükürtdioksi t 
miktarları ortalamal arının gelecek tahmİnlerİ elde edildi ve hava ki rliliğinin gelecekte 
Samsun için ciddi bir tehdit olmayacağı öngörüldü. 

Box ve Jenk ins Bayes analizinde önsel dağılımı bi lgi içermeyen Jeffreys' in önse l 
dağılım ı olarak seçtiğ i ni söylemi ştik. Bizde improper önsel ve unifomı önsel i de analize 
kattık ve üç önsel dağı lım için elde edilen üç sonsal dağılımın grafiksel incelemesİnİ 
gerçekl eştirdik . Üç sonsa! dağıl ı mında tepe değerini aynı parametre değeri için aldığ ı 
görüldü. Bu değer de eğrisel tahmin a l goritmasından bulunan parametre değeri ile 
aynıd ı r. Fakat Box ve Jenkins sonsal dağılımın bir kısmını ihmal ederek Student-t 
dağı lımı olduğunu göstermiştir. Dolayısı yla tahmin edici dağılımı kullanarak elde 
edilecek tahminler standart hesaplamalardaki tahminlere denktir. Ancak diğer iki sonsal 
dağılımın Student-t dağılımlı olmaması gelecek tahminlerinin elde edilmesinde tahmin 
ed ici dağılımın nümerik integrasyonlarl a çözümlenmesi veya örnekleme yöntemlerinin 
kullanılmas ını gerekt irmektedir. Bu durumda Jeffreys'in önselinin kull anılmas ının 

hesaplamalar yönünden kol aylık sağlayacağını açıkça göstermektedir. Fakat bu durum 
diğer iki sonsa\ dağılımdan elde ed ilecek sonuçların kötü o lacağı manasına 

gelmemektedir. 

Bu çalışmada Bayes çıkarımı parametre tahmininde ve gelecek değerlerin 

kestirimin de kullanıldı. Bu amaçla i şlem kolaylığı ve gösterim amacı yla infoOllatif 
olmayan önseller kullanıldı. İnformatif yani bilgiye dayalı önseller kullanımı yl a daha 
duyarlı analizler yapı labilir. Ayrıca model tespit aşamasında da Bayes ç ı karımı 
kullanılabi li r. Bunlar gelecekteki ça1ışmalarımızda bize ı ş ı k tutacak ve bizi 
yönlendirecek noktalardır. 
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BAYESIAN ANALYSIS OF AUTOREGRESIVE 
MODELS WITH AN APPLICATlON TO AIR 
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ABSTRACT 

Statistical analysis of autoregressive (AR) models is aıı important 
iıı/erel/ce problem. Most statistical approaclıes are widely used in 
deıennining the order of the AR model and predictioıılhe parameıers. 
The Bayesian approach can be used for botlı alm as well. LLL this 
study we ııse the classica! approaclı in determiııbıg the order of the 
AR model and üıvestigate the Bayesian approach with dijJerent non­
informative priors iıı predicting future va/ues of the air pol/ulİon data 
for Samsun region. 

Key Words: Autoregressive Model, Bayesiaıı Analysis 
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